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I. INTRODUCCIÓN  
En la actualidad, las diferentes industrias consideran la logística como un proceso 
estratégico para acreditar la eficiencia de sus operaciones y la competitividad en el 
mercado. Dentro de la logística se encuentra el transporte y la distribución. Estas áreas 
representan una gran parte del costo final del servicio. Las exigencias del mercado con el 
tiempo han ido aumentando, por lo que la entrega de servicios debe ser eficiente y a 
precios convenientes. El problema es que el sistema de distribución se ve afectado por la 
variabilidad de demanda y la complejidad de los múltiples orígenes y destinos de la red. 
Una estrategia para cumplir los requerimientos es la utilización de hubs, que cumplen con 
la función de conectar, clasificar y consolidar flujos (Campbell, 2013). El problema de la 
localización de hubs, consiste en hallar la red hub más económica dada las dimensiones 
del flujo entre nodos de origen-destino (OD). La red resultante es llamada hub and spoke. 
Se clasifica según su asignación, en simple o múltiple. La primera es cuando cada nodo 
no-hub está asignado a un único hub, y cuando se asignan a más de un hub se dirá que es 
asignación múltiple.  
Las contribuciones de los autores han tenido un enfoque hacia la minimización de costos 
de transporte. Los grandes referentes son O’Kelly y Campbell que plantearon los modelos 
fundamentales que con el tiempo han sido reformulados y extendidos para incluir 
conceptos como umbrales de descuento. Otros autores plantean variantes de los modelos 
mejorando su aplicabilidad. 
El presente estudio pretende analizar cómo influye si en vez de minimizar costos, 
minimizamos tiempos, para esto se revisarán los distintos aportes de diferentes autores, se 
formularán distintas funciones de tiempo, se generarán las instancias y se discutirán los 
resultados obtenidos tanto como su eficiencia y su aprovechamiento computacional.   
 
I.1. Importancia de resolver el problema  
La importancia de resolver “El problema de localización de p-hubs con asignación única, 
descuentos basados en umbrales de flujo y congestión de arcos” radica en que la mayoría 
de los modelos de hubs minimizan costos de transporte. Cuando se trabaja con costos, el 
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modelo busca obtener arcos con gran concentración de flujos, para lograr economías de 
escala. En cambio, ¿Que implicancias hay cuando vemos minimización de tiempos? Con 
esta nueva función objetivo, no nos preocupamos solamente del tomador de decisiones, 
como es el caso anterior. Este nuevo modelo trata de balancear carga, descongestionar la 
red y a su vez se preocupa de la opinión de los usuarios, mejorando potencialmente el 
nivel de servicio, en cuanto a distancia y tiempo de entrega para el caso de paquetería o 
tiempo de llegada para pasajeros de una aerolínea. 
 
I.2. Discusión bibliográfica 
En esta sección se realizará una revisión bibliográfica de los estudios más relevantes que 
están relacionado al problema en estudio. 
El problema de localización de hubs (en adelante, HLP, por su denominación en inglés 
Hub Location Problem), es un área de investigación reciente, que busca ubicar hubs en el 
lugar más conveniente, donde los flujos provenientes de múltiples pares origen-destino 
(OD) son clasificados, consolidados o conectados, para reducir costos, obteniendo una red 
resultante hub and spoke. Su aplicabilidad es en la industria aérea, paquetería y 
telecomunicaciones. Veamos en la Figura 1, un ejemplo simple, un nodo i, que debe enviar 
cierto flujo a un nodo j, mediante los nodos hub k y m.  
 
Figura 1: Ejemplo ruta con nodos i,j,k,m, siendo k y m nodos hubs. Fuente: 
Elaboración propia. 
 
La investigación de los HLP, comenzó con los trabajos O’Kelly (1986,1987), planteando 
un problema cuadrático difícil de resolver, ya que la función objetivo es no-convexa. A 
raíz de esta publicación surge una amplia gama de estudios, donde cada autor contribuye 
con una variante más a esta área de investigación, perfeccionando la manera de formular 
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los HLP. Posteriormente Campbell (1992, 1994), linealiza el problema y luego incluye el 
concepto de umbrales de flujo para habilitar spokes, donde el enlace entre hubs es 
descontado.  Los problemas consideran que entre el par de nodos OD, existe un flujo ijW  
(ya sea, carga o pasajeros) que se desplaza a través de uno o más hubs. Como muestra la 
Figura 1, dichas rutas contienen tramos de recolección (no hub-hub), transferencia (hub-
hub) y distribución (hub-no hub). Dicho modelo no es aplicable a la realidad, dado que 
Campbell asume que los flujos entre hubs tienen una alta concentración, siendo que 
existen enlaces spokes con mayor cantidad de flujo que en nodos entre hubs y el modelo 
no permite este descuento, cuestionando la modelación de este problema.  
Ernst & Krishnamoorthy (1996), plantean una formulación que involucra menos variables 
y restricciones, logrando resolver problemas más grandes. En cambio, Podnar et al. 
(2002), plantea un problema de diseño de red que no localiza hubs, realizando énfasis en 
los arcos, donde el costo del flujo se descuenta mediante un factor α  , siempre y cuando 
el flujo del arco sea mayor que el umbral T.  
Estos y otros estudios que son mencionados en el desarrollo del artículo proporcionan la 
base para la formulación del problema en cuestión.   
 
I.3. Contribución del trabajo y su importancia 
La mayoría las contribuciones de los HLP, considera como objetivo la minimización de 
los costos totales de transporte (en distintas formas funcionales). Buscamos estudiar cómo 
cambian las decisiones de localización de hubs si el objetivo pasa de la minimización de 
costos totales, a la minimización de los tiempos de transporte. Se espera que los modelos 
resultantes permitan balancear carga, representar a nivel estratégico la congestión en las 
redes hub-and-spoke, y ampliar la aplicabilidad de los modelos de localización de hubs a 
otros ámbitos, como los servicios premium de transporte y el transporte público. 
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I.4. Objetivo general 
Caracterizar las soluciones del problema p-hub con asignación única basado en el 
descuento de umbrales de flujo al incluir los tiempos de traslado y congestión en la red. 
 
I.4.1. Objetivos específicos 
1. Lograr modelar adecuadamente los tiempos en redes hub and spoke. 
2. Identificar indicadores de desempeño agregados, pertinentes a la inclusión de 
tiempos. 
3.        Caracterizar las soluciones obtenidas al considerar tiempos y congestión en la red. 
4. Estudiar el desempeño computacional del modelo a estudiar, asociada a su 
estructura de tiempos. 
 
I.5. Estado del Arte 
Como ya ha sido mencionado los HLP consideran representar economías de escala. 
Existen estudios de algunos autores que incluyen tiempo en sus planteamientos, algunos 
son Kara & Tansel (2001), que buscan minimizar la hora de llegada del último elemento 
arribado, tomando en cuenta los tiempos de vuelo y transitorios. Existen varias versiones 
de este problema, tanto de asignación de única como múltiple con función minimax 
(minimización de los costos máximos de un determinado proceso), minisum 
(minimización de costos totales) y de cobertura (su función es cubrir una demanda de 
forma total o parcial).   
La presente investigación, analizará que ocurre al incluir tiempos en hubs, para esto se 
utilizara la formulación de Lüer-Villagra et al. (2016), que está basado en el planteamiento 
de Ernst & Krishnamoorthy (1996), estos autores postulan un nuevo modelo de asignación 
única para el p-hub median problem, donde el flujo en un arco ya sea entre hubs o spoke 
es descontado si excede un determinado umbral.  
En el siguiente capítulo, se detalla con más precisión, los aportes revelados por los autores 
a esta área investigativa de los HLP.  
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I.6. Propuesta metodológica 
Se utilizará la siguiente metodología, en cada etapa de ésta se entregan avances del artículo 
siendo revisados por profesor guía. Los pasos a realizar serán: 
1. Revisar los estudios aportados de la localización de hubs por diferentes autores. 
2. Estudio de la formulación al incluir los costos de tiempo en sistemas logísticos hub 
and spoke.  
3. Formulación de distintas funciones de tiempo.  
4. Generación de instancias de los problemas formulados. 
5. Realización de las pruebas computacionales.  
6. Discusión de resultados, elaboración de tesis y determinación de líneas de trabajo 
futuro. 
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II. ARTÍCULO PROPUESTO 
EL PROBLEMA LOCALIZACIÓN DE p-HUBS CON ASIGNACIÓN 
ÚNICA, DESCUENTOS BASADOS EN UMBRALES DE FLUJO Y 
CONGESTIÓN EN ARCOS. 
 
THE SINGLE-ALLOCATION p-HUB LOCATION PROBLEM 
WITH FLOW THRESHOLD-BASED DISCOUNTS AND ARC 
CONGESTION. 
 
CAMILA LEE 
Universidad Nacional Andrés Bello, cisa.leehernandez@gmail.com 
 
RESUMEN: La red resultante de la localización de hubs se conoce como hub-and-spoke. 
La mayoría de la literatura se ha enfocado en el estudio de las economías de escala. Se 
presenta un problema de localización de p-hubs con asignación única, descuentos basados 
en umbrales de flujo y congestión de arcos, que busca balancear carga, descongestionar la 
red y se preocupa tanto del tomador de decisiones como de los usuarios, midiendo el nivel 
de servicio.  
PALABRAS CLAVE: Localización de hubs, congestión en arcos, asignación única. 
 
ABSTRACT: The resulting network for locating hubs is known as hub-and-spoke. Most 
of the literature has focused on the study of economies of scale. We present a single-
allocation p-hub location problem with flow threshold-based discounts and arc 
congestion, which seeks to balance load, decongest the network and concerns both the 
decision maker and the users, measuring the level of service. 
KEYWORDS: Hub location, arc congestion, single allocation. 
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1.  INTRODUCCIÓN 
La Investigación de Operaciones (IO) según Hillier, Frederick S. & Lieberman (2010) es 
una disciplina que implica “investigar sobre las operaciones”. Sus inicios se remontan a 
ciertos servicios militares que se prestaron al inicio de la Segunda Guerra Mundial. Su 
aplicabilidad ha sido extensa en áreas como manufactura, transporte, construcción, 
telecomunicaciones, planeación financiera entre otras. Consiste en el uso de modelos 
matemáticos para la toma de decisiones, mediante experimentos adecuados para validar 
el modelo. La IO se ocupa también de la administración práctica de la organización, con 
la finalidad de optimizar su funcionamiento, teniendo en cuenta la escasez de recursos, 
para la maximización de beneficios o bien la minimización de costos.  
Un área de la Investigación de Operaciones es la Localización de Instalaciones, que busca 
determinar la mejor ubicación para una o más instalaciones, con el fin de abastecer un 
conjunto de puntos de demanda, teniendo en cuenta sus restricciones y criterios de 
optimalidad. 
Dentro de la Localización de Instalaciones, un área activa actualmente es la Localización 
de Hubs (Campbell & O’Kelly, 2012). Un hub es una instalación de consolidación, 
clasificación y/o conectividad, que sirve para minimizar costos de gestión e incrementar 
la rapidez de flujo que por ella circula. El flujo puede ser, por ejemplo, pasajeros, carga o 
datos. El problema de localización de hubs (HLP, por su denominación en inglés, Hub 
Location Problem), consiste en ubicar uno (Figura 2.a) o varios hubs (Figura 2.b), donde 
el flujo viaja desde un origen a un destino (par OD), pasando por uno o más hubs en su 
camino, y estando prohibidas las conexiones directas entre nodos que no sean hubs. En 
este caso, la topología de la red resultante se denomina hub-and-spoke. 
Las redes hub-and-spoke son empleadas comúnmente en sistemas de transporte, como la 
industria aérea de transporte de pasajeros, la paquetería expresa y el correo postal; y en 
telecomunicaciones, para brindar conectividad a un gran número de máquinas.  
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Figura 2: Topología hub-and-spoke Fuente: Elaboración propia 
 
Los HLP aplicados al transporte se han enfocado en los costos y tiempos de viaje para 
atender la demanda. Note que este tipo de problemas implica el manejo de flujos, tanto de 
pasajeros como de carga, los que son transportados a través de carreteras, aire, agua, 
pudiendo realizar una o más paradas para llegar a su destino. En este contexto, el uso de 
los HLPs nace de la necesidad de vincular y transportar a las personas y bienes de consumo 
desde su origen a su destino.  
En telecomunicaciones, las redes facilitan el movimiento de datos mediante vínculos 
físicos o inalámbricos. Los costos están asociados a la distancia que viaja el mensaje. 
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Figura 3: Ejemplo de asignaciones Fuente: Elaboración propia 
 
Para mayor claridad, los HLPs se pueden clasificar según su tipo de asignación, en simple 
o múltiple, como se muestra en la Figura 3. Diremos que un HLP es de asignación simple 
cuando cada nodo no-hub solo está conectado a un hub (enviando o recibiendo, siendo 
esto para ambos casos), como muestra la Figura 3.a. Cuando los nodos pueden estar 
conectados a más de un hub se dirá que se está realizando una asignación múltiple, ver 
Figura 3.b. 
Ambos escenarios ocurren en la industria del transporte. Por ejemplo, las redes de 
transporte de carga (camiones) requieren asignación única ya que, por simplicidad de 
manejo, el origen o destino (la demanda) debe quedar asignado a un único puerto para 
carga (el hub). En redes de telecomunicaciones también emplean este tipo de asignación 
para reducir costos de construcción de la red. En las redes de transporte de pasajeros 
(aerolíneas), los aeropuertos no-hub tienen vuelos directos con uno o más hubs, es decir, 
emplean una asignación múltiple. Ésta también puede usarse en redes de 
telecomunicaciones, ya que permiten aumentar la confiabilidad gracias a enlaces de 
respaldo.  
El resto del trabajo está organizado de la siguiente manera:  la sección 2 proporciona una 
revisión de literatura pertinente a este trabajo, destacando las contribuciones realizadas 
por los diferentes autores. La sección 3 describe el problema y la formulación en que se 
basará el presente trabajo. Luego, la sección 4 presenta los experimentos computacionales, 
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dando a conocer los resultados y análisis de cada uno de los indicadores. Por último, la 
sección 5 presenta las conclusiones alcanzadas, así como líneas de trabajo futuro. 
 
2.  REVISIÓN DE LITERATURA 
2.1 Modelos fundamentales y extensiones 
La localización de Hubs es un área de investigación reciente.  O’Kelly (1986) fue el primer 
autor en describir un problema general de localización de hubs como se le conoce hoy en 
día. Luego, O’Kelly (1987) plantea el single allocation p-hub median problem. En este 
problema se asume que cada nodo no-hub está vinculado a un único hub. La función 
objetivo minimiza el costo total de transporte entre n de puntos de demanda, asumiendo 
conocida la demanda de transporte entre todos los pares OD y los costos unitarios de 
transporte. El problema consiste en localizar p hubs sin capacidad. La formulación 
planteada por O’Kelly (1987) es un problema entero cuadrático difícil resolver, ya que la 
función objetivo es no-convexa.  
Posteriormente, Campbell (1992) formula el p-hub median problem como un problema de 
programación lineal entera. Formalmente su formulación es para el multiple-allocation p-
hub median problem, es decir cada nodo no-hub puede conectarse a más de un hub. 
También debe localizarse una cantidad fija de hubs, denotada p. En lo que sigue, 
llamaremos a los modelos en O’Kelly (1987) y Campbell (1992) y las reformulaciones 
posteriores como modelos fundamentales. 
En los problemas (fundamentales) de localización de hubs discretos se conocen los valores 
de los siguientes parámetros: 
1. n localizaciones de demanda (origen-destino) 
2. r potenciales localizaciones de hubs 
3. Demanda a transportar entre los  pares OD.  
4. Costo por unidad entre todos los pares de ubicaciones  
5. El factor de descuento α 
Los problemas consideran que entre cada par de nodos origen i y destino j, existe un flujo 
ijW  que se mueve mediante rutas que usan uno o más hubs. La figura 4 presenta una ruta 
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genérica desde el origen i al destino j pasando por los hubs k y m. Dichas rutas contienen 
tramos de recolección, desde un nodo no hub i a un hub k, con factor de descuento χ ; 
transferencia, (entre los hubs k y m) con factor de descuento α en el costo de transporte, 
considerando 0 1α< < ; y distribución (entre el hub m y el nodo no hub j) con descuento 
δ , donde usualmente se asume que 1χ δ= = . 
 
Figura 4: Ejemplo ruta con nodos i,j,k,m, siendo k y m nodos hubs. Fuente: Elaboración 
propia. 
 
Posteriormente, Campbell (1994) extiende este modelo, presentando formulaciones 
discretas de programación matemática para varios problemas de localización de hubs: 
uncapacitated hub location problem; p-hub center problem; hub covering problem y p-
hub median problem. 
Este último es de interés, ya que fue la base para las reformulaciones posteriores. 
Campbell (1994) definió el p-hub median problem de forma análoga al clásico problema 
de localización de la p-mediana. Este problema tiene aplicabilidad en el transporte y redes 
de telecomunicaciones. El autor además incluye el caso en que existen umbrales de flujo 
para habilitar spokes. Para esto, asigna un costo fijo a la habilitación de un vínculo entre 
hubs y nodos. El costo entre hubs es descontado, respecto al de los spokes, buscando 
reflejar la existencia de economías de escala, que se entiende en términos generales como 
reducciones en el costo unitario por el (mejor) uso de medios de transporte más eficientes 
entre hubs, respecto a los spokes.  
Otros supuestos del p-hub median problem son: i. todos los flujos deben visitar al menos 
uno o dos hubs, ii. toda demanda debe ser atendida, iii. La medida de desempeño está 
basada sólo en el costo, que sólo se descuenta entre hubs, y iv. los flujos se concentran en 
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los vínculos entre hubs debido a este descuento y los spokes no poseen descuento, 
independiente del volumen de flujo que lleven. 
Para formular el problema se definen dos familias de variables: ijkmX , la fracción de flujo 
desde el origen i al destino j que pasa por los hubs k y m.  En la formulación del problema 
las variables binarias se utilizan para indicar las ubicaciones de hub, 1kY =  si el nodo k 
es un hub, 0 en otro caso. 
Varios autores, entre ellos Campbell (2013), enuncian que a pesar del éxito y el buen 
manejo computacional de estos modelos, no son aplicables en la práctica. El problema de 
modelación es asumir que los costos asociados a los flujos entre hubs tienen siempre una 
alta concentración, justificando la aparición de economías de escala entre ellos. Pero se 
observa que en algunos arcos spoke existe un mayor flujo que entre hubs, pese a que el 
modelo fundamental no descuenta el costo del flujo en los arcos spoke. Esto lleva 
naturalmente a cuestionar la aplicabilidad práctica de los modelos fundamentales o alguna 
de sus reformulaciones. 
En el diseño de redes hub-ands-spoke, una premisa básica es que se busca aprovechar la 
existencia de economías de escala. Según Basso & Jara-Díaz (2006), las empresas de 
transporte tienen que decidir una estructura de rutas buscando la minimización de los 
costos. Estas decisiones van más allá del tamaño de la flota y el tipo de vehículo: las 
empresas ajustan su estructura de rutas según el aumento de su producción.  Los autores 
definen las economías de escala, precisando que las economías de escala capturan el 
comportamiento de los costos cuando el tamaño de la red está fijo, a medida que aumenta 
el tráfico en ésta, y la estructura de rutas puede cambiar.  
Por esto, se han planteado alternativas a la estructura de costos de los modelos 
fundamentales.  
 
2.2 Estructuras de costos en los HLPs  
Dado que los flujos entre hubs en los modelos fundamentales son descontados por un 
factor fijo, una extensión directa es considerar factores dependientes del flujo 
transportado. En esta línea, Bryan & O’Kelly (1998) presentaron el modelo FLOWLOC, 
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donde se considera una función continua convexa no-lineal del flujo, aproximando 
posteriormente esta función mediante otra, lineal por tramos, que busca modelar las 
economías de escala que se generan en los arcos inter-hub. 
Además, los autores señalan que el modelo fundamental calcula erróneamente el costo 
total de la red, seleccionando de manera incorrecta las localizaciones de los hubs y 
asignaciones óptimas de los nodos, ya que realiza un descuento en el costo de los flujos 
que pasan por los arcos inter-hub, sin importar su monto. El resultado es un modelo de 
localización de hubs de asignación múltiple, con una función de costo lineal por tramos, 
donde a medida que el flujo en un arco inter-hub aumenta, su costo aumenta a tasa 
decreciente.  
De un punto de vista alternativo, Kimms (2006) sugiere que los modelos fundamentales 
no representan las economías de escala ya que sus costos unitarios son independientes del 
flujo. El autor se enfoca en el modelamiento cuando se consideran explícitamente las 
características de los vehículos utilizados en el transporte. Propone que las fuentes de 
economías de escala son: los descuentos por cantidad, los costos fijos, la existencia de 
varios modos de transporte. 
Si las economías de escala son debido a los descuentos por cantidad, en un diseño de red 
hub-and-spoke eso podría aparecer sólo si el transporte lo realiza un tercero (ausencia de 
costos fijos).  
Los modelos fundamentales asumen que en los arcos entre hubs existirá un mayor flujo 
que en arcos spoke, en estos enlaces (spoke) tendrán un costo  y en su defecto, los 
enlaces inter-hubs , la unidad de costo siempre es la misma. En este tipo de modelos 
algunos enlaces son descontados, aunque el tráfico sea bajo, y en los arcos spoke a pesar 
de que tenga un flujo alto nunca existirá tal descuento. Se llegará a un resultado óptimo 
matemático, pero que no tiene aplicabilidad en la industria.  
Por otra parte, si las economías de escala existen debido a los costos fijos, un modelo con 
éstos ya ha sido proporcionado por Campbell (1994), pero sin mencionar las economías 
de escala.  
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Figura 5: Curva de costos considerando costos unitarios y fijos. Kimms (2006). Fuente: 
Modificada del original en (Lüer-Villagra et al., 2016) 
 
Veamos la Figura 5, que representa los costos totales para un arco dado, en función del 
flujo que circula por él, según Kimms (2006). Supongamos que cuando la capacidad de 
un camión pequeño está completa en un arco de la red, se añade otro camión pequeño y 
la empresa incurre en el costo fijo correspondiente de su operación. Si el flujo excede la 
capacidad de uno y una mitad de los camiones pequeños, es mejor utilizar un camión 
grande, de mayor capacidad y costo fijo de operación, pero menor costo variable. Hay 
situaciones en las que una combinación de camiones podría ser una mejor opción. Kimms 
(2006) sugiere una restricción que evita esta situación, por motivos de simplicidad de 
administración. Esta podría no ser adecuada para fines estratégicos, por ejemplo, 
seleccionando un tipo de camión para cubrir una ruta en el largo plazo, ya que hay varios 
factores que complican la implementación de esta decisión en la práctica. Primero, en 
función de los costos fijos y variables de cada camión (pequeño o de alta capacidad) una 
demanda d1 minimiza sus costos con camiones de gran tamaño, pero para una demanda 
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2 1d d>  podría ser de menor costo utilizar camiones más pequeños, lo que dificulta la 
planificación con el cambio de camiones según demanda. La incertidumbre en la demanda 
conllevaría a frecuentes cambios en los tipos de camión utilizados. En la práctica, para 
cada tramo hay frecuencias de mínimas que proporcionan un tiempo de espera del cliente 
y el modelo no toma en cuenta esto. Por ejemplo, pasar de cuatro camiones pequeños a un 
camión de gran capacidad no será aceptable, aunque el modelo lo sugiera como 
conveniente, porque el número de vehículos pasará de cuatro a uno, afectando los plazos 
de entrega. Además, en una red hub-and-spoke, las frecuencias de arcos entre hubs 
dependen de las frecuencias en los spokes que ‘alimentan’ a los hubs correspondientes, y 
dado que la asignación no es conocida a priori, estas frecuencias no pueden determinarse 
a priori que se utilizarán para el diseño de la red. 
Una dificultad permanente en los modelos de localización de hubs es su resolución a 
optimalidad. Ernst & Krishnamoorthy (1996) presentan una formulación entera mixta del 
p-hub median problem con asignación única (USApHMP, por su denominación en ingles 
Uncapacitated single allocation p-hub median problem) que tiene menos variables y 
restricciones que las presentadas en Campbell (1994). También describen un algoritmo 
simple del tipo recocido simulado (SA) para este problema, y demuestran que proporciona 
soluciones que son comparables, en términos de calidad de la solución, así como tiempos 
de computación a los dados por el enfoque de Skorin-Kapov (1994). Los autores presentan 
esta nueva formulación para poder resolver problemas más grandes. La idea básica detrás 
de la formulación, que denominan USA pHMP-N, es eliminar las variables ijkmX , mediante 
el tratamiento de los flujos inter-hub como un problema de flujo de multi-commodity. 
Cada producto representa el flujo de tráfico proveniente de un nodo en particular 
Skorin-Kapov & Skorin-Kapov (1996), presentan una reformulación de Campbell (1994). 
Los autores señalan que las relajaciones lineales de la formulación de Campbell (1994) no 
son ajustadas, obteniendo soluciones fraccionales. Estos cambios logran tener un mayor 
porcentaje de soluciones enteras que con la formulación de Campbell (1994).   
Podnar et al. (2002), postularon un modelo fuera del enfoque tradicional, haciendo énfasis 
en los enlaces y no los nodos, es decir, no se tienen nodos especiales (hubs).  Los 
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incentivos están dados en términos de la utilización de los arcos o enlaces. Se supone que 
cada nodo de red es capaz de realizar redirección del tráfico, que las capacidades de enlace 
no plantean ninguna limitación, y que el aumento en el tiempo debido al tráfico indirecto 
desde una fuente a un receptor (a diferencia de flujo directo) es insignificante. Bajo estas 
premisas, la pregunta que nace es: ¿qué enlaces pueden ser descontados? Si la cantidad de 
tráfico es lo suficientemente grande, el descuento se producirá. Para caracterizar el punto 
cuando este descuento se lleva a cabo, se introduce una constante T.  Si el flujo a través 
de un enlace es mayor que el umbral T, entonces el costo de este flujo se descuenta por 
factor α. El comportamiento del modelo depende de este parámetro, donde para valores 
mayores, la solución puede tener un gran número de enlaces sin descontar. Si este valor 
es reducido el número de enlaces con descuento aumenta. El descuento en los arcos 
dependerá también del umbral T. Para valores pequeños de T el número de arcos con 
descuento es mayor que para valores de T más grandes. En la Figura 6, se ilustra como la 
función de costos disminuye su valor al exceder el umbral T.  
 
Figura 6: Costo en función del flujo. Sin costos fijos. Fuente: Podnar et al. (2002) 
 
Posteriormente, y basándose en la formulación de Ernst y Krishnamoorthy (1996), Lüer-
Villagra, Eiselt y Marianov desarrollan un nuevo modelo de asignación única para el p-
hub median problem, en el cual el flujo en un arco es descontado si sobrepasa un 
determinado umbral.  
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El nuevo enfoque hace énfasis en como los modelos explicados anteriormente asumen a-
priori que en los enlaces inter-hub transportan un mayor flujo que en los arcos spokes, 
donde la unidad de costo es siempre constante, y que a pesar de que un arco spoke tenga 
un flujo alto, éste nunca será descontado. Cabe destacar que este modelo sólo se utiliza en 
instancias de tamaño pequeño a mediano para encontrar propiedades de la solución 
obtenida y diferencias con los modelos fundamentales. En el nuevo problema, todo flujo 
que supere un umbral de flujo dado T será descontado, sin importar su rol dentro de la red 
hub-and-spoke resultante. Es decir, esto ocurre tanto si el arco en cuestión es un spoke o 
entre hubs, a diferencia de los modelos fundamentales que asumen descuentos entre hubs 
y no en spokes. 
Las soluciones computacionales de este nuevo modelo concluyeron que: el costo unitario 
promedio disminuye al aumentar la demanda, al igual que la fracción de flujos que son 
descontados, el costo unitario promedio aumenta con el valor del umbral T, debido a que, 
si el valor del umbral es mayor, menos arcos son descontados, por lo tanto, es más costoso 
satisfacer la demanda. El flujo descontado disminuye en T, ya que, si se aumenta el 
umbral, menos flujos son transportados en arcos con descuento. Por último, a medida que 
el descuento α  es mayor, los flujos tienden a concentrarse entre hubs y la red es menos 
densa. 
La congestión en los hubs es un tema complejo, ya que tiene múltiples factores, como por 
ejemplo la tasa de llegada de los vehículos no es determinista; la tasa de servicio durante 
periodos largos depende del tiempo, las condiciones y el tipo de vehículos, lo que hace 
que sea variable. Marianov & Serra (2003) presentaron el problema de localización de 
hubs como un sistema de colas M/D/c, es decir, como un modelo de tiempo de servicio 
constante, centrándose en las compañías aéreas. Localizan hubs con la finalidad de 
minimizar costos fijos y de transporte, teniendo en cuenta la congestión, y pistas de 
aterrizaje en cada hub, postulan dos versiones, uno donde el número de pistas de 
aterrizajes es fijado a-priori o mientras que el otro está determinado por el modelo. Los 
autores analizan la cola formada por aviones esperando el aterrizaje usando una hora peak, 
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asumiendo una tasa de llegada y de servicio constante permitiendo modelar el aeropuerto 
como un sistema de cola M/D/c. 
A modo de síntesis, existe un tipo especial de redes denominado hub-and-spoke que han 
sido aplicado en telecomunicaciones, en transporte de pasajeros, en transporte de carga, 
entre otras. Este tipo de red admite flujos entre múltiples orígenes y destinos, en esta red 
existe una subred que contiene nodos especiales, denominados hubs, que está 
completamente interconectada; la utilización de estos ofrece un incentivo al reducir los 
costos totales de transporte. 
Las formulaciones de los problemas de localización de hubs han ido variando. O’Kelly 
(1987) plantea un problema entero cuadrático, con una función objetivo no-convexa. 
Campbell (1992, 1994) presenta una formulación lineal entera mixta para una variedad de 
problemas de localización de hubs. Éstos son presentados como los modelos 
fundamentales, los que han sido modificados y extendidos para incluir conceptos como el 
umbral donde el enlace inter-hub o hub-and-spoke se habilita solo si el flujo excede el 
umbral prefijado.  
Un enfoque razonable para modelar los costos en sistemas hub and spoke son los umbrales 
de flujo, donde los arcos inter-hubs y spokes pueden tener costos con descuento a 
diferencia de los fundamentales que asumen que sólo en arcos inter-hub habrá un mayor 
flujo que podrá ser descontado. Y a pesar de que un arco spoke tenga más flujo éste no 
será descontado.  
Como ha sido mencionado anteriormente la localización de hubs solo considera las 
economías de escala, es por esto, que este artículo busca experimentar cómo influye y 
cambian los resultados y cómo funciona computacionalmente si ahora la función objetivo 
es minimizar los tiempos de transporte.  
 
2.2.1 Estado del arte en la inclusión de tiempos en HLP 
Junto con considerar el adecuado modelamiento de los costos en sistemas hub-and-spoke, 
una línea de trabajo paralela ha sido la consideración del tiempo en problemas de 
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localización de hubs. De acuerdo a Alumur & Kara (2008), dentro de la literatura reciente, 
existen algunos artículos relevantes que han considerado tiempos en HLPs. 
Kara & Tansel (2001) determinaron que el tiempo total de entrega para los sistemas de 
carga pasaban una gran parte del tiempo en los hubs (tiempos transitorios) y propusieron 
un nuevo modelo, llamado the latest arrival hub location problem  
Los autores proponen un modelo de asignación única mini-max, donde la función objetivo 
es minimizar la hora de la llegada del último elemento, teniendo en cuenta los tiempos de 
viaje y los tiempos transitorios, considerando su aplicación en líneas aéreas.  
Los autores demostraron que la versión mini-max es un caso especial del clásico problema 
del p-centro.  
Por su parte, Tan & Kara (2007) estudiaron el the latest arrival hub covering problem en 
una aplicación para el sector de entrega de carga en Turquía, para dar cabida a las diversas 
necesidades del sector de entrega de carga. Otro estudio fue presentado por Yaman et al. 
(2007) que propuso el modelo latest arrival hub center que incorpora varias escalas y 
rutas del vehículo.  
Da Graça et al. (2008) plantean un enfoque diferente para los problemas de localización 
de hubs capacitados de asignación única. Plantean una función objetivo que minimiza el 
tiempo que toman los hubs en procesar los flujos. Consideraron dos problemas diferentes: 
minimizar el tiempo total de procesamiento del flujo en los hubs (tiempo de servicio) y 
minimizar el tiempo de servicio máximo en los hubs además de minimizar el costo total 
en ambos casos. 
Según lo mencionado, podemos decir que la modelación de tiempos ha sido tratada por 
varios autores cada uno con su variante, pero ninguno ha considerado la congestión de los 
arcos y nuestro modelo si lo hace.  
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2.3 Resumen de literatura revisada   
Tabla 1: Resumen de literatura revisada 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Referencia Modelo Función Objetivo Número 
de Hubs
Tipo de 
Asignación
Observaciones
O'Kelly (1987) P-median problem Minimización de los 
costos de transporte
p  Única La red inter-hub es completa. Modelo 
cuadrático. No contempla costo de conexión 
a un hub.
Campbell (1992) P-hub median 
problem
Minimización de los 
costos de transporte
p Múltiple No contempla costo de conexión a un hub.
Campbell (1994) P-hub problem Minimización de los 
costos de transporte
p Múltiple Se consideran costos fijos de conexión de 
spoke a hub. Sigue siendo conocido el 
número de hubs (P).
Campbell (1994) Uncapacitated hub 
location problem
Minimización de los 
costos de transporte
1 Única El número de hubs no está especificado y un 
costo no negativo está asociado con cada 
potencial ubicación del hub.
Campbell (1994) P-hub center 
problem
Minimización de los 
costos de transporte 
(Minimax)
1 Única Minimiza la distancia más grande entre un hub 
y el nodo de demanda más alejado asignado. 
Costo no negativo está asociado con cada 
potencial ubicación del hub.
Campbell (1994) Hub covering 
problem
Localiza hubs para 
cubrir toda la demanda 
de tal manera que el 
costo de los hubs se 
minimice 
1 Única Las ubicaciones de la demanda están 
cubiertas si las instalaciones son “lo 
suficientemente cerca” para atender la 
demanda. Costo no negativo está asociado 
con cada potencial ubicación del hub.
Kimms (2005) Modelo de diseño 
de redes de hubs 
con 2 tipos de 
vehiculos 
Minimización de los 
costos de transporte
p Múltiple Costo no negativo está asociado con cada 
potencial ubicación del hub.
Podnar (2002) Threshold-based 
network design
Minimización de los 
costos de transporte
No 
Localiza /
No es un Hub Location Problem. Enfasis en 
los enlaces. 
Ernst y 
Krishnamoorthy 
(1996)
Uncapacitated single 
allocation p-hub 
median problem 
Minimización de los 
costos de transporte
1 Única Nueva formulación, heuristica recocido 
simulado, método B&B. Costo no negativo 
está asociado con cada potencial ubicación 
del hub.
Kara y Tansel 
(2001)
The latest arrival hub 
location problem 
Minimiza el tiempo de 
la llegada del último 
elemento 
1 Única Tomaban en cuenta los tiempos de vuelo y los 
tiempos transitorios. (aplicación en líneas 
aéreas)
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3. EL PROBLEMA  
3.1 Metodología 
Este trabajo se basará en el modelo propuesto por Lüer-Villagra, Eiselt y Marianov (2016). 
Surge una interrogante, dado el incipiente estudio de los tiempos: ¿Cómo varía la decisión 
de localización de hubs si el objetivo pasa de la minimización de costos totales, a la 
minimización de los tiempos de transporte totales?   
El problema consiste en localizar p hubs, donde la estructura de red hub-and-spoke con 
asignación única debe cumplir al igual que los modelos fundamentales lo siguiente, 
- Cada nodo no-hub debe estar asignado a un único hub.  
- Todas las rutas OD deben pasar por al menos un hub. 
- No se permite comunicación directa entre nodos que no sean hubs. Es decir, se 
moverán en rutas de recolección, transferencia y distribución.  
Se considera que los tiempos pueden ser modelados mediante funciones lineales por 
tramos, tal como muestra la Figura 7.   
   
Figura 7: Estructura de tiempos propuesta para un arco ( , )i j A∈  de la red de transporte 
hub-and spoke. Fuente: Lüer-Villagra & Fernández (2016) 
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El gráfico muestra la estructura de costos (tiempo) para un arco de la red, si se consideran 
los tiempos invertidos al usar un arco dado. A medida que el flujo en un arco aumenta, el 
tiempo invertido total al usar el arco es progresivamente mayor. La congestión en los arcos 
genera que la curva sea creciente a tasa no-decreciente. 
La función utilizada posee T intervalos. Sea un arco ( ),i j A∈ , donde tijv  es la pendiente 
en el t-ésimo intervalo de flujo del arco, y tijF  su respectivo intercepto, con { }1,...t T∈ . El 
flujo de un arco se encuentra en el t-ésimo intervalo de flujo si por el arco circulan entre 
1Ut −   y Ut  unidades de flujo, donde { }1,...t T∈ y 0 0U =  .  
A continuación, se describe el problema y posteriormente se mostrará como varía la 
formulación si se tiene la formulación con un umbral y al incluir varios umbrales.  
3.2 El problema 
El problema consiste en localizar p-hubs en una red, representada por un grafo ( ),G N A , 
donde N es el conjunto de nodos, y A el conjunto de arcos. Para cada par de 
nodos ,o d N∈  existe una demanda de transporte determinística y conocida, denotada 
w
od  . Para cada arco ( ),i j A∈ , el costo por unidad de flujo  si el flujo en el arco es inferior 
a T unidades de flujo se denota  ijc ; de lo contrario, se aplica un factor de 
descuento 0 1α< < , con lo que el costo unitario pasa a ser ijcα ⋅ . Es importante señalar 
que estos arcos podrían ser arcos inter-hub o spoke. Asimismo, el flujo total que se origina 
desde el nodo o N∈  Es denotada por o oj
j N
O w
∈
= ∑ . Asimismo, el flujo total que termina en 
nodo. d N∈  Es denotada por d id
i N
D w
∈
=∑ . Por último, cada nodo está asignado a un 
único nodo, es decir, consideramos industrias donde el costo de permitir un spoke es alto. 
Se formula el modelo con sus respectivas restricciones y función objetivo.  
24 
 
3.3 Formulación Matemática  
3.3.1 Formulación con un umbral 
Lüer-Villagra et al. (2016) desarrollaron el modelo para resolver este problema. Basada 
en la formulación de Ernst & Krishnamoorthy (1996), lo definieron como: 
Variables 
• ikZ  : 1, si el nodo i N∈  se asigna a un hub localizado en el nodok N∈ ;  
0, en otro caso. 
• 
i
klY  : Flujo entre los hubs ,k l N∈ que proviene desde el nodo i N∈   
• ijD isc : 1, si el arco ( ),i j A∈  Es descontado. 
0, en otro caso. 
• i jU d is c :1, si el arco ( , )i j A∈  Sin descuento. 
0, de lo contrario. 
• i jf : flujo regular a través del arco ( ),i j A∈ . 
• ijg : flujo descontado a través del arco ( ),i j A∈ . 
Función objetivo 
 ( )
( ),
min ij ij ij
i j A
c f gα
∈
+∑   (1) 
Restricciones 
 1,ik
k N
Z i N
∈
= ∀ ∈∑   (2) 
 
, ,i k k kZ Z i k N≤ ∀ ∈   (3) 
 kk
k N
Z p
∈
=∑   (4) 
 , ,
i i
kl lk i ik ij jk
l N l N j N
Y Y O Z w Z i k N
∈ ∈ ∈
− = − ∀ ∈∑ ∑ ∑   (5) 
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 , ,
i
kl i kk
l N
Y O Z i k N
∈
≤ ∀ ∈∑   (6) 
 , ,
i
kl i ll
k N
Y O Z i l N
∈
≤ ∀ ∈∑   (7) 
 ( )1, ,ij ijDisc UDisc i j A+ ≤ ∀ ∈   (8) 
 ( ), ,mi ij ij j ji ij ij
m N
O Z Y D Z f g i j A
∈
+ + = + ∀ ∈∑   (9) 
 ( ), ,ij ijf T UDisc i j A≤ ⋅ ∀ ∈   (10) 
 ( ), ,ij ijg T Disc i j A≥ ⋅ ∀ ∈   (11) 
 ( ), ,ij ijg TotalFlow Disc i j A≤ ⋅ ∀ ∈   (12) 
 { } ( ), 0,1 , ,ij ijDisc UDisc i j A∈ ∀ ∈   (13) 
 ( ), 0, ,ij ijf g i j A≥ ∀ ∈   (14) 
 { }0,1 , ,ikZ i k Na∈ ∀ ∈   (15) 
 0 , , ,ik lY i k l N≥ ∀ ∈   (16) 
La función objetivo (1) minimiza los costos totales. La restricción (2) Asegura que cada 
no-hub está asignado a un único hub, no permite las conexiones directas. (3) Asigna sólo 
nodos no-hub a nodos hub, mientras que (4) asegura que los p hubs son localizados siendo 
P el número máximo de hubs y (5) conservación de flujo. Evitan que exista flujo inter-
hub si no se han localizado hubs en ambos extremos son aplicadas por (6)-(7). (8) Asegura 
que cada arco es o no descontados o con descuento (o no utilizado), (9) calcula el flujo 
total de cada arco. El descuento está basado en umbrales modelado a través de (10)-(12), 
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mientras que (13)-(16) El dominio del estado del resto de las variables de decisión. 
En (12), TotalFlow es la suma de todos los posibles flujos. 
3.3.2 Extensión a varios umbrales 
Lüer-Villagra & Fernández (2016) desarrollaron el modelo considerando que pueden ser 
modelados mediante funciones lineales por tramos. Las restricciones (2), (3), (4), (5), (6), 
(7) y (9) se mantienen de la formulación anterior. Los autores agregaron lo siguiente: 
Variables de decisión  
• 
ikZ : 1, si el nodo i N∈  se asigna a un hub localizado en el nodok N∈ ;  
0, en otro caso. 
• i
k lY : Flujo entre los hubs ,k l N∈ que proviene desde el nodo i, {1, ..., }t T∈  
• 
t
ijf : Flujo total en el arco ( ),i j A∈  que se encuentra en el t-ésimo intervalo de flujo, 
{1, ..., }t T∈ . 
• 
t
ijI : 1, si el flujo total en el arco ( ),i j A∈  se encuentra en el t-ésimo intervalo de 
flujo {1, ..., }t T∈ ; 
0, en otro caso. 
Función objetivo 
 ( )
( ), 1
min
T
t t t t
ij ij ij ij
i j A t
F I v f
∈ =
+∑ ∑   (17) 
Restricciones 
 ( )1 , , , {1,..., }t t tt ij ij t ijU I f U I i j A t T− ≤ ≤ ∀ ∈ ∈   (18) 
 
( )
1
1, ,
T
t
ij
t
I i j A
=
≤ ∀ ∈∑   (19) 
 
0 , , ,i iklY O i k l N≤ ≤ ∀ ∈   (20) 
 
{0,1}, ,ikZ i k N∈ ∀ ∈   (21) 
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 [ ] ( )1{0} , , , , {1,..., }tij t tf U U i j A t T−∈ ∪ ∀ ∈ ∈   (22) 
 { } ( )0,1 , , , {1,..., }tijI i j A t T∈ ∀ ∈ ∈   (23) 
Donde la función objetivo (17) busca minimizar los costos totales de transporte sobre los 
arcos de la red hub-and-spoke resultante. (18) calcula el flujo total en un arco, y lo 
relacionan con las variables de flujo respectivas. (19) asignan el flujo total que circula en 
cada arco al tramo correcto de flujo. (20) evita que el flujo de un arco se encuentre en dos 
o más intervalos de flujo. Finalmente, las restricciones (21) a (23) establecen el dominio 
de las variables. 
 
4. EXPERIMENTOS COMPUTACIONALES  
Para resolver y realizar el análisis se utilizó el lenguaje AMPL con el optimizador CPLEX 
12.7, limitado a usar hasta 4 núcleos de cómputo simultáneos, en un servidor con 2 
procesadores Intel(R) Xeon(R) CPU E5-2630 v4 @ 2.20GHz, con 10 núcleos cada uno y 
128GB de RAM en total. 
Al obtener las soluciones de los experimentos, para analizarlos se identificaron 
indicadores de rendimiento para dimensionar la calidad. En la siguiente sección, se 
detallarán los indicadores para evaluar el efecto de la inclusión de tiempos. 
En la localización de hubs, comúnmente es utilizado por todos los investigadores dos 
conjuntos de datos, el primero está basado en las interacciones de los pasajeros de líneas 
aéreas entre 25 ciudades de EE.UU. evaluados por la Junta Aeronáutica Civil, más 
conocido como el conjunto de datos CAB y el segundo es Australia Post (AP) que está 
basado en la entrega postal en Sídney. Para probar el modelo (de asignación única y 
pensado para transporte de carga), se utilizó el conjunto de datos CAB, dado que Australia 
Post, consta de 200 nodos que para lograr tener 20 instancias se deben realizar 
agregaciones complicadas, donde la demanda no tendría sentido. Con CAB25, es más fácil 
representar gráficamente las soluciones. (Ver Figura 8).  
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Figura 8: Conjunto de datos CAB25 Fuente: Elhedhli & Hu (2005) 
 
Tabla 2: Ciudades del conjunto de datos CAB25 
N°  Ciudad N°  Ciudad N°  Ciudad N°  Ciudad N°  Ciudad 
1 Atlanta 6 Cleveland 11 Kansas City 16 New Orleans 21 St. Louis 
2 Baltimore 7 
Dallas/Fort 
Worth 12 
Los 
Angeles 17 New York 22 
San 
Francisco 
3 Boston 8 Denver 13 Memphis 18 Philadelphia 23 Seattle 
4 Chicago 9 Detroit 14 Miami 19 Phoenix 24 Tampa 
5 Cincinnati 10 Houston 15 Minneapolis 20 Pittsburgh 25 Washington 
 
 
4.1 Indicadores de rendimiento 
En esta sección, se definen una serie de indicadores de calidad a ser calculados a partir de 
las variables y parámetros de la formulación matemática. Los indicadores fueron 
seleccionados según los objetivos y la expectativa del usuario y la factibilidad de ser 
calculados, los indicadores escogidos son: 
- AvgRouteLen: El número promedio de longitud de ruta 
- AvgLegNum:   Promedio de tramos por ruta  
- AvgUnitTime:  El tiempo unitario promedio  
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- AvgLegLen:  Promedio de la longitud del tramo  
- FracDiscFlow_t: Nivel de congestión, con t entre 1 y T, con T=3 
- MaxDistInter-hub:  Distancia máxima entre hubs 
- MinDistInter-hub: Distancia mínima entre hubs 
- AvgDistInter-hub: Distancia promedio entre hubs 
- AvgFlowArc:  Flujo promedio en un arco 
- QuotArc:  Cociente del arco menos cargado y el más cargado 
- QuotTime:  Cociente del tiempo unitario del arco menos cargado y el 
más cargado. 
Lüer-Villagra et al. (2016) plantearon algunos de los indicadores de rendimiento 
mencionados anteriormente, fue necesaria la reinterpretación de algunos, ya que debemos 
considerar tiempos y no costos. El promedio de longitud de ruta (AvgRouteLen) nos dice 
que tan largo es el viaje promedio para un pasajero; el número promedio de tramos por 
ruta (AvgLegNum), cuenta el número de viajes individuales de un pasajero de origen hasta 
el destino y, desde el punto de vista del operador, el número de tramos (o planos) requerida 
para cubrir una ruta; el tiempo unitario promedio (AvgUnitTime) indicador de tiempo 
promedio por pasajero o por unidad de carga, que sean relevantes para el operador; el 
promedio de la longitud del tramo (AvgLegLen) indican la longitud media de un 
movimiento directo entre dos nodos en la red a través de rutas abiertas, lo cual es útil para 
el operador para determinar  las necesidades de autonomía del vehículo; la fracción de 
flujos que son descontados (FracDiscFlow) proporciona al operador un indicador del 
porcentaje de flujo que va en arcos con baja congestión (FDF_1), mediana congestión 
(FDF_2) y alta congestión (FDF_3); y el valor óptimo de la función objetivo Z*, que 
dividido por el flujo total proporciona también el costo unitario promedio. El tiempo de 
CPU requerido para resolver los casos también se informa. 
Proponemos los siguientes indicadores para caracterizar las soluciones de este modelo 
desde el punto de vista de los tiempos y la estructura de red obtenida. La distancia máxima 
entre hubs (MaxDistInter-hub) indica la longitud máxima del movimiento de carga o 
pasajeros entre nodos hubs; la distancia mínima entre hubs (MinDistInter-hub) 
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proporciona la longitud mínima de los arcos activados con hubs en ambas puntas; la 
distancia promedio entre hubs (AvgDistInter-hub) proporciona la distancia media de los 
arcos entre hubs; el flujo promedio en un arco (AvgFlowArc) indicador del flujo medio 
de carga o pasajeros de los arcos; el cociente del arco menos cargado y el más cargado 
(QuotArc) explica el flujo del arco con menor flujo dividido en el flujo del arco con mayor 
flujo, mientras más cercano a 0 nos dice que existe una gran diferencia de flujo siendo el 
menor flujo, muy pequeño respecto al de mayor flujo ; y, el cociente de tiempo unitario 
del arco menos cargado y el más cargado (QuotTime) nos indica que el tiempo unitario 
que se invierte en el arco menos cargado contra el tiempo unitario que se gasta en el arco 
más cargado, si este es cercano a 1 nos indica que existe una distribución de carga más 
equitativa. 
4.1.1 Cálculo de Indicadores 
El detalle de cómo son calculados los indicadores, se muestra a continuación:  
• Promedio de la longitud del tramo  
( , ) 1
( , ) 1
T
t
ij ij
i j A t
T
t
ij
i j A t
C f
AvgLegLen
f
∈ =
∈ =
⋅
=
∑ ∑
∑ ∑
  
• Promedio de longitud de ruta 
 
( , ) 1
T
t
ij ij
i j A t
C F
AvgRouteLen
Totalflow
∈ =
⋅
=
∑ ∑
  
• Número promedio de tramos por ruta 
ARL AvgLegNum
ALL
=   
• Fracción de flujo en un arco con baja congestión 
 ( )
1
( , )
( , ) 1
_1
ij
i j A
T
t
ij
i j A t
f
FracDiscFlow F
f
DF∈
∈ =
=
∑
∑ ∑
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• Fracción de flujo en un arco con congestión intermedia 
( )
2
( , )
( , ) 1
_ 2
ij
i j A
T
t
ij
i j A t
f
FracDiscFlow F
f
DF∈
∈ =
=
∑
∑ ∑
  
• Fracción de flujo en un arco con alta congestión 
( )
3
( , )
( , ) 1
_ 3
ij
i j A
T
t
ij
i j A t
f
FracDiscFlow F
f
DF∈
∈ =
=
∑
∑ ∑
  
• Tiempo unitario promedio 
( )
( , ) 1
( , ) 1
 
T
t t t t
ij ij ij ij
i j A t
T
t
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i j A t
AvgUn
F I v f
f
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• Distancia mínima interhub 
( ), : 1
1
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kk ll
T
t
kl kl
k l t
Z Z
MinDistInter huC bI
=
= =

=



−
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• Distancia máxima interhub 
( ), : 1
1
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kk ll
T
t
kl kl
k l t
Z Z
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=
= =
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
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• Distancia promedio interhub 
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• Cociente del arco menos cargado con el más cargado 
( )
( )
, : 1
0
, : 1
0
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f
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• Flujo promedio en un arco  
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I
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• Cociente del tiempo unitario del arco menos cargado y el más cargado. 
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4.2 Resultados y Discusión  
Para poder comprender la estructura de las soluciones, procederemos a realizar los 
siguientes experimentos, que nos permitirán estudiar el efecto sobre la estructura y 
desempeño de la red hub-and-spoke a medida que se varía: 
- La cantidad de hubs a localizar (p); 
- El aumento porcentual de la demanda (ν );  
- El umbral de flujo ( 1U ); y 
- Factor de impacto de congestión (α ) 
 
4.2.1 Sensibilidad de p 
Los valores obtenidos por el modelo, para α = 0,5 ν  = 0 y 1U = 300 y diferentes valores 
de p, nos muestra resultados esperados como que a medida que va aumentando la cantidad 
de hubs, es más probable tener un hub al lado. En la red el AvgRouteLen disminuye, esto 
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quiere decir que si la red está más completa la cantidad de km del viaje promedio para un 
pasajero decrece. AvgLegNum, nos indica que, dado el aumento de hubs, el número de 
viajes individuales de origen a destino disminuye, desde la mirada del usuario mejora el 
servicio; esto conlleva que el tiempo unitario promedio disminuya y además el flujo 
promedio de un arco decrezca. (Ver Figura 9). En la figura, el color gris, indica que tiene 
una congestión baja, naranjo congestión media y finalmente rojo una congestión muy alta. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 9: Soluciones obtenidas para  α  = 0,5   ν  = 0 y  1U  = 300 y diferentes valores 
de p. 
 
10p =
2p =
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Hay casos particulares como el FracDiscFlow (Ver Figura 10), ya que no tiene un 
comportamiento monótono, para la fracción de flujo que lleva poca congestión (FDF_1) 
nos indica que a medida que aumenta la cantidad de hubs, aumenta la cantidad de arcos 
con poca congestión, en cambio para los flujos altamente congestionados (FDF_3) a 
medida que la red es más grande, es menos que arcos individuales concentren grandes 
flujos. De hecho, la Figura 10 muestra que dicho indicador llega a 0 para valores altos de 
p, es decir, no hay arcos altamente congestionados, dado que hay suficiente 
infraestructura. Si el operador está buscando disminuir la congestión no le conviene 
localizar más allá de 5 hubs. 
 
 
Figura 10: Valores de FracDiscFlow para  α   = 0,5   ν  = 0 y  1U  300 y diferentes 
valores de p. 
 
Para AvgDistInterhub, al incrementar p la distancia promedio entre hubs varía (ver Figura 
11), dada la ubicación de los hubs. Al comienzo (para valores bajos de p) los hubs se 
ubican al Este de EE.UU. Posteriormente se localiza un hub en la parte Oeste, aumentando 
la distancia entre los hubs. Luego, como los extremos están cubiertos, los nuevos hubs 
comienzan a ubicarse entre los ya existentes, explicando la baja del indicador en el gráfico. 
Finalmente, los últimos hubs se ubican en la periferia de la red.  
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Figura 11: Valores de AvgDistInter-hub para   α = 0,5 ν = 0 y 1U = 300 y diferentes 
valores de p. 
 
QuotArc, nos indica que es eficiente aumentar hasta 6 instalaciones para evitar la 
congestión (Ver Figura 12), cabe destacar que este indicador no es útil para analizar una 
red muy completa, ya que se presume que el resultado sea un cociente mayor pero sus 
valores sean pequeños.  
 
36 
 
 
Figura 12: Valores de QuotArc para  α  = 0,5 ν = 0 y 1U  =300 y diferentes valores de p. 
 
4.2.2 Sensibilidad de 1U  
Los valores obtenidos por el modelo para p = 4, ν = 0 y α= 0,5 y valores varios de 1U . Un 
resultado claro es que a medida que el umbral es menor los arcos van más congestionados 
(Ver Figura 13). En casos extremos (U=100 y U=500) existen diferencias de numero de 
arcos siendo el último con menor cantidad. De umbral 150 a 400 se puede notar que los 
hubs no cambian de posición lo que hace que la localización de hubs sea relativamente 
insensible al umbral. 
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Figura 13:Soluciones obtenidas para  α = 0,5; ν = 0;  p = 4 y diferentes valores de 1U  .  
 
Para FracDiscFlow, se puede apreciar que a medida que aumento el umbral, si llevamos 
a lo cotidiano, ampliar una calle, es más difícil que se congestione, por lo tanto, tiende a 
bajar hasta 0 donde ya no existe congestión en los arcos.  
1 100U =
1 500U =
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Figura 14: Valores FracDiscFlow para  α = 0,5 ν = 0 y p = 4 y diferentes valores de 1U  
4.2.3 Sensibilidad de α    
Los valores obtenidos por el modelo para p = 4, ν = 0 y 1U =300 y valores varios de α . El 
α  representa que tan rápido crece el tiempo a medida que el arco se congestiona. Por 
ejemplo, cuando α  es pequeño (0,1) y no existe congestión, el tiempo que tarda una 
unidad de carga en recorrer el arco es 10 veces menor, que cuando el arco tiene mucha 
congestión. Por el contrario, con α  = 0,99, cuando estoy sin congestión versus cuando 
estoy con congestión el tiempo aumenta sólo en 1%. 
A medida que  α es más grande, el AvgLegLen y AvgRouteLen disminuye, dado que si 
tengo mayor congestión la alternativa es dar una vuelta más larga. Por ende, se explica 
que la cantidad promedio de tramos por ruta (AvgLegNum) aumente. El modelo lo que 
hace es tener rutas con más paradas, pero menos congestionadas. Para el caso del tiempo 
promedio unitario, éste aumenta, dado que, al tener tramos más cortos, pero mayor 
cantidad de éstos, y optar por rutas no congestionadas, puede que tome mayor tiempo en 
promedio en llegar al destino, ya que se extiende la ruta. El flujo promedio en un arco 
aumenta con α , pierde el incentivo de balancear carga ya que al ir más congestionado el 
tiempo aumenta solo en un 1% (para α =0,99) en relación cuando este no tiene congestión.  
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Figura 15: Valores de FracDiscFlow para p= 4 ν  = 0 y 1U = 300 y diferentes valores de 
α . 
Cuando tengo un nivel altamente congestionado (FDF_3), aumenta a medida que aumento 
α , se puede decir que este aumento es irrelevante dado que si lleva o no lleva tráfico el 
porcentaje de tiempo aumentado es bajo. En el caso de que α es pequeño nos indica que 
al existir congestión alta demorara el doble (para α =0,5) que cuando no está 
congestionado. (Ver Figura 15).  
4.2.4 Sensibilidad de ν   
El factor ν   nos indica el aumento porcentual de la demanda del caso base. Por ejemplo, 
si de Los Angeles a Miami se trasladan 400 pasajeros y ν  es 0,5 significa que los 400 
pasajeros aumentan en un 50%. Este factor es insensible a la ubicación de los hubs, 
después de un 20% la configuración de la red no cambia. Dado al aumento de la demanda 
se explica que el tiempo unitario promedio aumente con el flujo promedio en los arcos, 
sobrecargando los arcos. (Ver Figura 16) 
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Figura 16: Soluciones obtenidas para α = 0,5; 1U = 300; p = 4 y diferentes valores de ν  
 
Entre los indicadores existe un caso particular que es el QuotTime (Ver Figura 17), cuando 
ν =0,25 en adelante la red se vuelve monótona y de ν =0,45 tiene un comportamiento 
decreciente ya que a partir de ahí la red se satura y se complica progresivamente balancear 
carga. Explicando que, el tiempo del arco menos cargado y más cargado estarán más 
distantes al aumentarν  . 
0 ,1ν =
1ν =
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Figura 17: Valores de QuotTime para p= 4 α = 0,5 y 1U = 300 y diferentes valores de ν
. 
4.2.5 Resumen de la sección  
La consideración de tiempos en el p-hub median problem with flow threshold-based 
discounts and arc congestion, nos muestra soluciones coherentes con el comportamiento 
esperado.  
Por ejemplo, desde el punto de vista del usuario cuando aumentamos los hubs en la red 
mejoramos el servicio dado que disminuimos la cantidad de viajes de OD, además decrece 
el tiempo y descongestionamos la red. Si  α  es mayor, los tramos y rutas disminuyen, 
pero al tener mayor congestión, para el usuario la opción es ir por una ruta alternativa que 
efectivamente será más larga, lo que le tomará más tiempo en llegar a destino, pero sin 
congestión. 
Del punto de vista del operador, que busca disminuir los tiempos de traslado totales en la 
red, sabe que su solución es invertir hasta cierta cantidad en infraestructura (hubs) 
logrando minimizar costos. Además, puede notar, que la localización de los hubs para la 
instancia probada es relativamente insensible a los valores específicos de los umbrales. 
De hecho, se observa que, en las soluciones para un rango relativamente amplio de valores, 
la posición los hubs se mantiene constante. Esto podría sugerir una potencial robustez del 
modelo a la estimación de estos parámetros. Si existe variación porcentual en la demanda, 
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la configuración de la red no cambia. Dicho de otra forma, si el operador traslada carga, y 
su demanda es mayor y el umbral es mayor, su oficina central no cambiaría.    
 
5. CONCLUSIONES 
Para el single allocation p-hub median problem with flow threshold-based discounts and 
arc congestion, se logró modelar de manera correcta los tiempos en hubs, identificando 
indicadores de desempeño. La mayoría de la literatura con modelamiento basado en costos 
incentiva a tener enlaces con gran cantidad de flujo para lograr minimizar costos y el 
tomador de decisiones logre su objetivo. Cuando vemos las soluciones al minimizar 
tiempos de transporte nos podemos dar cuenta que el modelo busca balancear carga, 
descongestionar la red y se preocupa tanto de la opinión de los usuarios como la del 
operador. 
Con respecto al tiempo de ejecución de las instancias, tanto para α , p y 1U  decrece a 
medida que aumentaban estos valores, encontrando de manera más rápida la solución. No 
así, el factor ν  , a medida que el porcentaje de demanda aumenta, el tiempo de resolución 
se va acrecentando tardando incluso 11 horas en una instancia. 
La investigación futura incluye la mejora de la formulación, ya que el software encuentra 
de manera temprana la solución, pero tarda en demostrar que es óptima. Además, el 
desarrollo de la inclusión de tiempos en el modelo fundamental, y elaborar comparaciones 
con el modelo realizado. 
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